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Аннотация
В статье доказана асимптотическая формула для числа значений последовательности
Битти в арифметической прогрессии с растущей разностью. Пусть 𝛼 > 1 — иррациональ-
ное число и 𝛽 — вещественное число из промежутка [0;𝛼), 𝑎 и 𝑑 — целые числа, 𝑑 > 2,
0 6 𝑎 < 𝑑, 𝑥 — достаточно большое натуральное число. Обозначим через 𝑁𝑑(𝑥) число
значений последовательности Битти [𝛼𝑛+𝛽], 1 6 𝑛 6 𝑥, принадлежащих арифметической
прогрессии (𝑎 + 𝑘𝑑), 𝑘 ∈ N. Тогда если неполные частные непрерывной дроби числа 𝛼
ограничены, то при 𝑥→∞ справедлива асимптотическая формула 𝑁𝑑(𝑥) = 𝑥𝑑 +𝑂(𝑑 ln3 𝑥),
где постоянная в знаке 𝑂 абсолютная. Разность прогрессии может расти вместе с 𝑥, причём
результат нетривиален, если 𝑑≪ √𝑥 ln−3/2−𝜀 𝑥, 𝜀 > 0.
Ключевые слова: последовательность Битти, арифметическая прогрессия, асимптоти-
ческая формула.
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Abstract
In the paper, we consider 𝑁𝑑(𝑥) = 𝑁(𝑥;𝛼, 𝛽; 𝑑, 𝑎), 𝑥 ∈ N, which is the number of values
of Beatty sequence [𝛼𝑛 + 𝛽], 1 6 𝑛 6 𝑥, for 𝛼 > 1 irrational and with bounded partial
quotients, 𝛽 ∈ [0;𝛼), in an arithmetic progression (𝑎 + 𝑘𝑑), 𝑘 ∈ N. We prove the asymptotic
formula 𝑁𝑑(𝑥) = 𝑥𝑑 +𝑂(𝑑 ln
3 𝑥) as 𝑥→∞, where the implied constant is absolute. For growing
difference 𝑑 the result is non-trivial provided 𝑑≪ √𝑥 ln−3/2−𝜀 𝑥, 𝜀 > 0.
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В настоящей заметке продолжено исследование свойств последовательности Битти (см., напри-
мер, [1], [2]) и изучен вопрос о распределении её значений в заданной арифметической прогрессии с
растущей разностью. Основным результатом является следующее утверждение.
Теорема. Пусть 𝛼 > 1 — иррациональное число и 𝛽 — вещественное число из промежутка [0;𝛼),
𝑎 и 𝑑 — целые числа, 𝑑 > 2, 0 6 𝑎 < 𝑑, 𝑥 — достаточно большое натуральное число. Обозначим через
𝑁𝑑(𝑥) = 𝑁(𝑥;𝛼, 𝛽; 𝑑, 𝑎) =
∑︁
16𝑛6𝑥
[𝛼𝑛+𝛽]≡ 𝑎 (mod 𝑑)
1
число значений последовательности Битти [𝛼𝑛 + 𝛽], 1 6 𝑛 6 𝑥, принадлежащих арифметической
прогрессии (𝑎+ 𝑘𝑑), 𝑘 ∈ N. Тогда если неполные частные непрерывной дроби числа 𝛼 ограничены, то
справедлива асимптотическая формула
𝑁𝑑(𝑥) =
𝑥
𝑑
+𝑂(𝑑 ln3 𝑥) при 𝑥→∞,
где постоянная в знаке 𝑂 абсолютная.
Данный результат является нетривиальным для всех 𝑑≪ √𝑥 ln−3/2−𝜀 𝑥, где 𝜀 > 0. Отметим также,
что аналогичным образом доказывается асимптотическая формула с остаточным членом 𝑂(𝑑 ln4 𝑥) для
случая почти всех 𝛼 > 1 в смысле меры Лебега.
Нам потребуется следующее утверждение.
Лемма 1 ([3], лемма 19). Пусть 𝛼 — положительное иррациональное число, действительное
число 𝛽 лежит в промежутке [0;𝛼) и функция 𝜉 определена на множестве натуральных чисел.
Тогда для любого целого числа 𝐿 > 2 при 𝑁 →∞ справедлива оценка∑︁
𝑛6𝑁
𝜉([𝛼𝑛+ 𝛽])− 1
𝛼
∑︁
𝑛6𝛼𝑁+𝛽
𝜉(𝑛)≪ |Σ1|+ |Σ2|+ |𝑅𝑁,𝛼|, (1)
где
|Σ1| ≪
∑︁
16𝑚6𝐿
1
𝑚
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ∑︁
𝑛6𝛼𝑁+𝛽
𝜉(𝑛)𝑒2𝜋𝑖𝜆𝑚𝑛
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ , (2)
|Σ2| ≪ ln𝐿
𝐿
⎛⎝ ∑︁
16𝑚6𝐿 ln𝐿
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ∑︁
𝑛6𝛼𝑁+𝛽
𝜉(𝑛)𝑒2𝜋𝑖𝜆𝑚𝑛
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒+ ∑︁
𝑛6𝛼𝑁+𝛽
|𝜉(𝑛)|
⎞⎠ , (3)
|𝑅𝑁,𝛼| ≪ max
𝑛6𝛼𝑁+𝛽
|𝜉(𝑛)| (4)
и 𝜆 = 1𝛼𝑘 , причём 𝑘 — наименьшее натуральное число, для которого 𝛼𝑘 > 1.
Применим утверждение данной леммы к функции 𝜉(𝑛) = 𝛿𝑎,𝑑(𝑛), равной характеристической
функции арифметической прогрессии 𝑎+ 𝑘𝑑, 𝑘 ∈ N, т. е.
𝛿𝑎,𝑑(𝑛) =
{︃
1, если 𝑛 ≡ 𝑎 (mod 𝑑),
0, если 𝑛 ̸≡ 𝑎 (mod 𝑑).
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Получим
𝑁𝑑(𝑥) =
1
𝛼
∑︁
16𝑛6𝛼𝑥+𝛽
𝑛≡ 𝑎 (mod 𝑑)
1 +𝑂(𝑅) =
1
𝛼
(︂
𝛼𝑥+ 𝛽
𝑑
+𝑂(1)
)︂
+𝑂(𝑅) =
𝑥
𝑑
+𝑂(𝑅),
где 𝑅 = 𝑅1 +𝑅2 + 1,
𝑅1 =
∑︁
16𝑚6𝐿
1
𝑚
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ∑︁
𝑛6𝛼𝑥+𝛽
𝛿𝑎,𝑑(𝑛)𝑒
2𝜋𝑖𝜆𝑚𝑛
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ , 𝜆 = 1𝛼,
𝑅2 =
ln𝐿
𝐿
⎛⎝ ∑︁
16𝑚6𝐿 ln𝐿
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ∑︁
𝑛6𝛼𝑥+𝛽
𝛿𝑎,𝑑(𝑛)𝑒
2𝜋𝑖𝜆𝑚𝑛
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒+ ∑︁
𝑛6𝛼𝑥+𝛽
𝛿𝑎,𝑑(𝑛)
⎞⎠ .
Докажем обобщение леммы 3.3 книги [4], используя обозначение ||𝑥|| = min
𝑛∈Z
|𝑥− 𝑛|.
Лемма 2. Пусть 𝜆 — положительное иррациональное число и 𝜓 — такая неубывающая положи-
тельная функция, что при всех натуральных 𝑚 верно неравенство ||𝜆𝑚|| > 1𝑚𝜓(𝑚) . Тогда для любых
𝑑, 𝐿 > 1:
а) существует такое 𝛿 > 0, что на промежуток [0; 𝛿) не попадёт ни одного значения ||𝜆𝑑𝑚||,
1 6 𝑚 6 𝐿, причём можно положить 𝛿 = (2𝑑𝐿𝜓(2𝑑𝐿))−1;
б) при 𝐿→∞ справедливы оценки∑︁
16𝑚6𝐿
1
||𝜆𝑑𝑚|| ≪ 𝑑𝐿𝜓(2𝑑𝐿) ln𝐿,
∑︁
16𝑚6𝐿
1
𝑚||𝜆𝑑𝑚|| ≪ 𝑑𝜓(2𝑑𝐿) ln𝐿+ 𝑑
∑︁
16𝑚6𝐿
𝜓(2𝑑𝑚) ln𝑚
𝑚
.
Доказательство. Следуя доказательству леммы 3.3 книги [4], воспользуемся тем, что для любого
𝛿 > 0 из неравенств ‖𝑥±𝑦‖ > 𝛿 вытекает неравенство ⃒⃒‖𝑥‖−‖𝑦‖⃒⃒ > 𝛿. Рассмотрим произвольные целые
числа 𝑚1, 𝑚2 с условием 0 6 𝑚2 < 𝑚1 6 𝐿. Тогда поскольку
||𝜆𝑑𝑚1 ± 𝜆𝑑𝑚2|| = ||𝜆𝑑(𝑚1 ±𝑚2)|| > 1
𝑑(𝑚1 ±𝑚2)𝜓(𝑑(𝑚1 ±𝑚2)) >
1
2𝑑𝐿𝜓(2𝑑𝐿)
= 𝛿,
получаем, что
⃒⃒‖𝜆𝑑𝑚1‖ − ‖𝜆𝑑𝑚2‖⃒⃒ > 𝛿. Полагая 𝑚2 = 0, получаем утверждение п. а). Следовательно,
точки ||𝜆𝑚𝑑||, 1 6 𝑚 6 𝐿, расположены на полуинтервале (0; 12 ] так, что расстояние между любыми
соседними не меньше 𝛿, при этом на промежутке [0; 𝛿) ни одной такой точки нет. Значит,
𝑆𝐿 =
∑︁
16𝑚6𝐿
1
||𝜆𝑚𝑑|| 6
∑︁
16𝑚6𝐿
1
𝑚𝛿
≪ 𝑑𝐿𝜓(2𝑑𝐿) ln𝐿.
Далее, пользуясь преобразованием Абеля, получаем∑︁
16𝑚6𝐿
1
𝑚||𝜆𝑚𝑑|| =
𝑆𝐿
𝐿+ 1
+
∑︁
16𝑚6𝐿
𝑆𝑚
𝑚(𝑚+ 1)
≪ 𝑑𝜓(2𝑑𝐿) ln𝐿+ 𝑑
∑︁
16𝑚6𝐿
𝜓(2𝑑𝑚) ln𝑚
𝑚
.
Лемма доказана.
Оценим теперь суммы 𝑅1 и 𝑅2. Поскольку при ‖𝑡‖ ≠ 0 для всякого 𝑥 > 0 верна оценка⃒⃒⃒⃒
⃒∑︁
𝑘6𝑥
𝑒2𝜋𝑖𝑘𝑡
⃒⃒⃒⃒
⃒ 6 12‖𝑡‖ ,
получаем
𝑅1 =
∑︁
16𝑚6𝐿
1
𝑚
⃒⃒⃒⃒
⃒ ∑︁
𝑘6𝛼𝑥+𝛽−𝑎𝑑
𝑒2𝜋𝑖𝜆𝑚(𝑎+𝑘𝑑)
⃒⃒⃒⃒
⃒ = ∑︁
16𝑚6𝐿
1
𝑚
⃒⃒⃒⃒
⃒ ∑︁
𝑘6𝛼𝑥+𝛽−𝑎𝑑
𝑒2𝜋𝑖𝜆𝑚𝑑𝑘
⃒⃒⃒⃒
⃒ 6 12 ∑︁
16𝑚6𝐿
1
𝑚‖𝜆𝑑𝑚‖ .
Аналогично имеем
𝑅2 =
ln𝐿
𝐿
∑︁
16𝑚6𝐿 ln𝐿
⃒⃒⃒⃒
⃒ ∑︁
𝑘6𝛼𝑥+𝛽−𝑎𝑑
𝑒2𝜋𝑖𝜆𝑚(𝑎+𝑘𝑑)
⃒⃒⃒⃒
⃒+ 𝑥𝑑𝐿 ln𝐿≪ ln𝐿𝐿 ∑︁
16𝑚6𝐿 ln𝐿
1
‖𝜆𝑑𝑚‖ +
𝑥
𝑑𝐿
ln𝐿.
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Далее воспользуемся утверждением леммы 2. Если неполные частные непрерывной дроби числа
𝛼 (а значит, и числа 𝜆 = 1𝛼 ) ограничены, то соответствующая функция 𝜓 равна константе (см. [4, с.
134–135]). Получаем оценки
|𝑅1| ≪ 𝑑 ln2 𝐿, |𝑅2| ≪ 𝑑 ln3 𝐿+ 𝑥
𝑑𝐿
ln𝐿,
что при 𝐿 = 𝑥 даёт требуемый результат.
Авторы благодарят профессора В. Н. Чубарикова за поддержку и внимание к работе.
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